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摘　　　要：用数值方法研究了非线性支撑的柔性转子系统的动学行为，提出了一种将有限元与非线性支撑

结合的模型和求解方法。利用有限元法（ＦＥＭ）构建转轴和转盘部分的模型，通过矩阵进行组合；利用离散元

方法对包含滚动轴承和挤压油膜阻尼器（ＳＦＤ）的支撑部分进行建模，此部分包含４个单元，分别为轴承内圈、

外圈、ＳＦＤ内圈和支撑鼠笼。有限元部分和离散元部分通过轴端节点相连，仿真过程中轴端位移传递给非线

性支撑部分，支撑部分通过位移计算得到的非线性力反过来作用于有限元转子轴端部分。为了耦合求解有限

元转子和非线性支撑组成的数学模型，提出了一种综合的迭代求解方法，克服传统的有限元求解方法对轴端

隐性非线性支撑的求解局限性。由于转轴部分采用了Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁单元建模，对比与简单转子模型，可以

考虑陀螺力矩和轴的柔性特征，更能体现非线性支撑对振动真实影响。在建立的２０个轴单元的有限元转子

模型中，非线性响应更多体现在靠近非线性支撑的节点１和节点２１处，响应频谱中靠近轴端的节点能体现出

滚动轴承的２倍和３倍变柔振动频率。
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　　转子系统是旋转机械的主要组成部分，如汽

轮机、发电机、电动机、压气机等。润滑油膜、滚动

轴承、ＳＦＤ（ｓｑｕｅｅｚｅｆｉｌｍｄａｍｐｅｒ）、密封件以及动

静部件间的摩擦行为等所产生的非线性力会引起

转子运动的不稳定甚至结构损伤。通常，这些非

线性力仅局部作用于转轴两端或其他位置［１７］。

大多数关于转子非线性的文献都是通过简单

的转子模型完成的，例如Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子，它将轴简

化为一个恒定刚度，而转盘简化为一个刚性质量。

在这种模型的基础上，学者们揭示并讨论了丰富

的非线性动力学行为［８１０］。Ｊｉａｎｇ等
［１１］讨论了球

面微变形滑动轴承支承的Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子动力学特

性，发现其临界转速和不平衡响应将受到较大影

响。凹形变形轴承的承载能力随凸形变形略有下

降，随凸形变形轴承的承载能力显著增加。

Ｌｉｔａｋ、Ｊａｈｒｏｍｉ等
［１２１３］研究了Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子在摩

擦作用下的解和分叉行为。该模型考虑了转子与

定子之间的惯性、干摩擦和接触损耗。他们发现

了对混沌行为敏感的参数。Ｄｉｎｇ等
［１４］讨论了密

封液对Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子稳定性的影响。基于简单转

子系统的这些结论可以很好地揭示轴承零件的非

线性特性，但由于简化了轴的等刚度和刚性质量，

因此不能揭示轴和盘上复杂结构的非线性特性。

转子动力学中的有限元法通常用于考虑结构

中的线性细节，如非对称结构和剪切力、轴和盘中

的扭转力矩和陀螺力矩。许多学者致力于用有限

元法分析转子系统的结构问题。Ｌｉｕ等
［１５］用有限

元法对单级超声速轴流压气机进行了局部周向和

整体周向特性研究，发现在相同槽数的情况下，增

加局部周向和整体周向肋条两种处理方法都能获

得更好的压气机性能。Ｗｕ等
［１６］用有限元法对某

型航空发动机高压压气机进行了结构研究。给出

了有无内部结构时计算模型固有频率的差异。然

而，有限元法不能处理受位移影响的的非线性支

承力，传统的求解方法显式Ｎｅｗｍａｒｋβ要求外力

部分不能为位移的函数。基于有限元分析的转子

动力学软件 ＡＮＳＹＳ、ＤｙｎａｍｉｃｓＲ４和ＤｙＲｏＢｅｓ

都只能将球轴承简化为不同方向的支撑刚度。隐

式有限元法是处理轴承非线性力的一种可选方

法，但计算量大。

近年来，许多研究者致力于组合建模方法和

相应的数值方法来模拟转子系统。马威猛等［１７］

建立了非对称转子结构的三维有限元模型，其中

轴承部分采用时变系数微分方程进行模拟。采用

基于Ｆｌｏｑｕｅｔ理论和 Ｈｉｌｌ展开法的混合数值方

法。Ｂｒｏｕｗｅｒ和Ｓａｄｅｇｈｉ
［１８］采用显式有限元和离

散元相结合的方法建立了转子弹壳模型。研究

了系统通过临界转速时轴和轴承的运动。陈

果［１９］建立了包含转子元件和轴承元件的广义复

合转子支承壳体耦合动力学模型，研究了发动

机整机特性。事实上，为了更好地揭示转子系统

的动力学特性，在动力学模型中必须同时考虑非

线性和复杂结构细节。在有限元转子模型中考虑

非线性力的分析是一项有意义的工作。

１　有限元非线性支撑转子模型

１１　有限元转子模型

简单的转子模型，如Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子，常被用来

研究转子系统的非线性动力学。然而，转子结构

的许多重要特性，如轴的剪切力、扭转力和圆盘产

生的陀螺力矩，在简单的模型中却被忽略了。本

文采用有限元法对线性转子部分进行建模。采用

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁单元定义长径比较低轴段。有限

元转子模型和三维有限元（ＦＥＭ）转子轴承模型

如图１和图２所示。轴分为２０个部分，２１个节

７１６２
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点（图１中Ｐ１～Ｐ２１），８４个自由度，每个轴截面

用８个自由度的Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁有限元描述。图

中犽ｂ为滚动轴承的接触刚度，由滚动轴承公式确

定，周期变化。犽ｃ为同挤压油膜阻尼器内圈相连

的鼠笼弹簧刚度。狓ｅ、狔ｅ 代表轴端处轴心位移，

狓ｇ、狔ｇ代表滚动轴承外圈（ＳＦＤ内圈）的位移。犲′

代表转盘的偏心距。将附着在轴上的圆盘简化为

集总质量，并考虑极惯性矩和径向惯性矩，利用

ＣＡＤ（ｃｏｍｐｕｔｅｒａｉｄｅｄｄｅｓｉｇｎ）软件从三维模型中

进行估计并考虑了陀螺力矩的耦合作用［１６，２０２１］。

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论可以考虑轴向剪切变形

对短粗轴的动力学性能的影响，可同时考虑轴向

载荷引起的角惯性和剪应力。单元具有８个自由

度，每个自由度有两个平动和两个转动，用于模拟

图１中的轴段，如图２所示。图中狓５、狔５ 和狓６、

狔６ 分别代表梁单元左、右侧节点的平动位移，θ狓５、

θ狔５和θ狓６、θ狔６分别代表梁单元的左、右侧节点围绕

平动轴的转动位移。

图１　双盘转子滚动轴承ＳＦＤ模型示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｄｏｕｂｌｅｄｉｓｋｒｏｔｏｒｒｏｌｌｉｎｇ

ｂｅａｒｉｎｇＳＦＤｍｏｄｅｌ

图２　有限元梁单元

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｂｅａｍｅｌｅｍｅｎｔ

将所有轴单元组合形成整体的质量矩阵、回

转矩阵和刚度矩阵，写成动力学方程组如式（１）

所示。

犕＋犑／２ ０

０ 犕＋犑／
［ ］

２

狇̈１

狇̈
［ ］
１

＋

Ω
０ 犑

－犑
［ ］

０

狇１

狇
［ ］
１

＋
犓１ ０

０ 犓
［ ］

２

狇１

狇
［ ］
２

＝犉（狋）４狀×１

（１）

其中狇
Ｔ
１＝［狔１ θ狔１ 狔２ θ狔２ … 狔狀 θ狔狀］，狇

Ｔ
２＝

［狕１ θ狕１ 狕２ θ狕２ … 狕狀 θ狕狀］。犕 为整个转

轴的质量组装矩阵，由单元质量矩阵犕ｅ组成。犑

和犓 分别为转子系统的总装回转矩阵和刚度矩

阵，分别由单元回转矩阵犑ｅ 和单元刚度矩阵犓ｅ

组成，犉（狋）４狀×１为外载荷矢量矩阵
［２２２４］。单元质

量、单元回转和单元刚度矩阵 犕ｅ、犑ｅ 和犓ｅ 如下

所示：

犕ｅ＝
ρ犃犾

（１＋）
２

犿１ 犿２ 犿３ 犿４

犿２ 犿５ －犿４ 犿６

犿３ －犿４ 犿１ －犿２

犿４ 犿６ －犿２ 犿

熿

燀

燄

燅５

犑ｅ＝
ρ犃犾

（１＋）
２
·

２犐

犃犾２

犿７ 犿８ －犿７ 犿８

犿８ 犿９ －犿８ 犿１０

－犿７ －犿８ 犿７ －犿８

犿８ 犿１０ －犿８ 犿

熿

燀

燄

燅９

犓ｅ＝
犈犐

犾３（１＋）
·

１２ ６犾 －１２ ６犾

６犾 犾２（４＋） －６犾 犾
２（２－）

－１２ －６犾 １２ －６犾

６犾 犾２（２－） －６犾 犾
２（４＋

熿

燀

燄

燅）

其中

犿１ ＝
１３

３５
＋
７

１０
＋

２

３
，

犿２ ＝犾
１１

２１０
＋
１１

１２０
＋

２

（ ）２４ ，
犿３ ＝

９

７０
＋
３

１０
＋

２

６
，

犿４ ＝－犾
１３

４２０
＋
３

４０
＋

２

（ ）２４ ，
犿５ ＝犾

２ １

１０５
＋
３

６０
＋

２

（ ）１２０
，

犿６ ＝－犾
２ １

１４０
＋


６０
＋

２

（ ）１２０
，

犿７ ＝
６

５
，犿８ ＝犾

１

１０
－
（ ）２ ，

犿９ ＝犾
２ ２

１５
＋


６
＋

２

（ ）３ ，

犿１０ ＝犾
２ －

１

３０
－


６
＋

２

（ ）６
　　通过将所有的单元矩阵组合，可以得到转子

部分的总有限元矩阵，在组装过程中单元的左侧

８１６２
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节点自由度同相邻的左侧单元右侧节点相连，类

似的，右侧节点同右侧单元的左节点相连。同样

的方法应用在质量矩阵犕，回转矩阵犑和刚度矩

阵犓 组合上，以质量矩阵犕 为例，在左右节点相

连位置由于矩阵叠加会出现２倍犿１ 的元素。在

此之后，将转盘的质量和转动惯量增加到转轴的

质量矩阵上，外阻尼项增加到响应的回转矩阵中。

最终的犕、犓、犑由犕狓、犕狔、犓狓、犓狔、犑狓、犑狔 以对角

矩阵的形式组成。由于在除了重力以外的狓和狔

方向是完全对称的，所以，以狔向为代表，犕狔、犓狔、

犑狔 如下所示：

犕狔 ＝
ρ犃犾

（１＋φ）
２
·

犿１ 犿２ 犿３ 犿４ ０ ０

犿２ 犿５ －犿４ 犿６ ０ ０

犿３ －犿４ ２犿１ ０ 犿３ 犿４ ０

犿４ 犿６ ０ ２犿５ －犿４ 犿６

０ ０ 犿３ －犿４ ２犿１ ０

０ ０ 犿４ 犿６ ０ ２犿５



２犿１ ０ 犿３ 犿４ ０ ０

０ ２犿５ －犿４ 犿６ ０ ０

０ 犿３ －犿４ ２犿１ ０ 犿３ 犿４

犿４ 犿６ ０ ２犿５ －犿４ 犿６

０ ０ ０ ０ 犿１ －犿２

０ ０ ０ ０ －犿２ 犿

熿

燀

燄

燅５

犓狔 ＝

犓１
０



０
犓狀

熿

燀

燄

燅　

犓１ ＝

１２犈犐１

犾３１（１＋）
６犈犐１

犾２１（１＋）
－１２犈犐１

犾３１（１＋）
６犈犐１

犾２１（１＋）
０ ０

６犈犐１

犾２１（１＋）

（４＋）犈犐１
犾１（１＋）

－６犈犐１

犾２１（１＋）

（２－）犈犐１

犾１（１＋）
０ ０

－１２犈犐１

犾３１（１＋）
－６犈犐１

犾２１（１＋）
犈犐１

犾１（１＋）
＋
１２犈犐２

犾３２（１＋）
－６犈犐１

犾２１（１＋）
＋

６犈犐２

犾２２（１＋）
－１２犈犐２

犾３２（１＋）
６犈犐２

犾２２（１＋）

６犈犐１

犾２１（１＋）

（２－）犈犐１

犾１（１＋）
－６犈犐１

犾２１（１＋）
＋

６犈犐２

犾２２（１＋）

（４＋）犈犐１

犾１（１＋）
＋
（４＋）犈犐２

犾２（１＋）
－６犈犐２

犾２２（１＋）

（２－）犈犐２
犾２（１＋）

－１２犈犐２

犾３２（１＋）
－６犈犐２

犾２２（１＋）
犈犐２

犾２（１＋）
＋

１２犈犐３

犾３
３（１＋）

犈犐２
犾２（１＋）

＋
１２犈犐３

犾３
３（１＋）

６犈犐１

犾２２（１＋）

（２－）犈犐２

犾２（１＋）
－６犈犐２

犾２２（１＋）
＋

６犈犐３

犾２３（１＋）
－６犈犐１

犾２２（１＋）
＋

６犈犐３

犾２３（１＋

熿

燀

燄

燅）

犓狀 ＝

犈犐狀－２
犾狀－２（１＋）

＋
１２犈犐狀－１

犾狀－１
３（１＋）

－６犈犐狀－２

犾狀－２
２（１＋）

＋
６犈犐狀－１

犾狀－１
２（１＋）

－１２犈犐狀－１

犾狀－１
３（１＋）

６犈犐狀－１

犾狀－１
２（１＋）

－６犈犐狀－２

犾狀－２
２（１＋）

＋
６犈犐狀－１

犾狀－１
２（１＋）

（４＋）犈犐１
犾狀－２（１＋）

＋
（４＋）犈犐狀－１
犾狀－１（１＋）

－６犈犐狀－１

犾狀－１
２（１＋）

（２－）犈犐狀－１
犾狀－１（１＋）

－１２犈犐狀－１

犾狀－１
３（１＋）

－６犈犐狀－１

犾狀－１
２（１＋）

犈犐狀－１
犾狀－１（１＋）

＋
１２犈犐狀

犾狀
３（１＋）

－６犈犐狀－１
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＋
６犈犐狀

犾狀
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－１２犈犐狀
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３（１＋）

６犈犐狀

犾狀
２（１＋）

６犈犐狀－１

犾狀－１
２（１＋）

（２－）犈犐狀－１
犾狀－１（１＋）

－６犈犐狀－１

犾狀－１
２（１＋）

＋
６犈犐狀

犾狀
２（１＋）

（４＋）犈犐狀－１
犾狀－１（１＋）

＋
（４＋）犈犐狀
犾狀（１＋）

－６犈犐狀

犾狀
２（１＋）
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犾狀（１＋）

０ ０
－１２犈犐狀

犾狀
３（１＋）

－６犈犐狀

犾狀
２（１＋）

犈犐狀
犾狀（１＋）

－６犈犐狀

犾狀
２（１＋）

０ ０
６犈犐狀

犾狀
２（１＋）

（２－）犈犐狀
犾狀（１＋）

－６犈犐狀

犾狀
２（１＋）

（４＋）犈犐狀
犾狀（１＋

熿

燀

燄

燅）
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犑狔 ＝Ω

犿７ 犿８ －犿７ 犿４ ０ ０

犿８ 犿９ －犿８ 犿６ ０ ０

－犿７ －犿８ ２犿７ ０ －犿７ 犿４ ０

犿８ 犿１０ ０ ２犿９ －犿８ 犿６

０ ０ －犿７ －犿８ ２犿７ ０

０ ０ 犿８ 犿１０ ０ ２犿９



２犿７ ０ －犿７ 犿４ ０ ０

０ ２犿９ －犿８ 犿６ ０ ０

０ －犿７ －犿８ ２犿７ ０ －犿７ 犿４

犿８ 犿１０ ０ ２犿９ －犿８ 犿６

０ ０ ０ ０ 犿７ －犿８

０ ０ ０ ０ －犿８ 犿

熿

燀

燄

燅９

　　如果所有梁单元的长度和横截面均相同，矩

阵中的犿１～犿１０和对于所有单元是相同的。犕、

犑、犓的尺寸最终由节点数决定，为８４×８４。

１２　滚动轴承和犛犉犇非线性支撑

滚动轴承和ＳＦＤ给转子系统带来非线性，在

利用有限元分析转子系统动力学特性时，滚动轴

承通常被简化为具有恒定或可变刚度的弹簧和阻

尼。本文用 Ｈｅｒｚ理论计算滚动轴承力，ＳＦＤ简

化为油膜力作为外部载荷作用在有限元矩阵中，

也有文献中将ＳＦＤ简化为质量和阻尼进行求解。

轴承ＳＦＤ支撑结构如图３所示，其中ＳＦＤ中的

弹簧代表弹性环或浮环等引入的支撑刚度，普通

ＳＦＤ无此项。犕ｓ代表ＳＦＤ内圈和轴端相连的等

效质量。犕ｏ代表滚动轴承外圈的质量。鼠笼的

弹簧由于位置考虑绘制在了一侧，实际支撑刚度

垂直于轴端。

图３　滚动轴承ＳＦＤ示意图

Ｆｉｇ．３　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｒｏｌｌｉｎｇｂｅａｒｉｎｇａｎｄＳＦＤ

滚动轴承力根据赫兹接触力计算公式得到，

将滚动轴承分解为内圈、外圈、滚珠和保持架，假

设滚珠和内外圈间为纯滚动接触，且能接触和分

离，计算得到分解在狓和狔 方向的支撑力如式

（２）所示。

犉狓ｂ＝∑
犖

犼＝１

犆ｂ（狓ｃｏｓθ犼＋狔ｓｉｎθ犼－狉０）
３／２·

　犎（狓ｃｏｓθ犼＋狔ｓｉｎθ犼－狉０）ｃｏｓθ犼

犉狔ｂ＝∑
犖

犼＝１

犆ｂ（狓ｃｏｓθ犼＋狔ｓｉｎθ犼－狉０）
３／２·

　犎（狓ｃｏｓθ犼＋狔ｓｉｎθ犼－狉０）ｓｉｎθ

烅

烄

烆 犼

（２）

其中犎 是对滚珠和内外圈接触情况的判断公式，

犆ｂ为滚珠内外圈的接触刚度，狉０ 为径向间隙。滚

珠和保持架的转速，内外圈转速等计算方法可以

参考文献［２０２１］，在此不做赘述。

ＳＦＤ膜力作用于滚珠轴承外圈，对系统产生

非线性阻尼效应。指定犉ｒ和犉ｔ为径向和切向力

分量，犔ｊ、犚ｊ、μ和犮分别为油膜在ＳＦＤ中的长度、

半径、黏度和径向间隙。ＳＦＤ力可以使用如下式

（３）计算得到。

犉ｒ＝
μ犚ｊ犔

３
ｊ

犮２
２Ωｊε

２

（１－ε
２）２＋

π
２
·
ε（１＋２ε

２）
（１－ε

２）５／［ ］２

犉ｔ＝
μ犚ｊ犔

３
ｊ

犮２
πΩｊε

２（１－ε
２）３／２＋

２εε
（１－ε

２）［ ］
烅

烄

烆
２

（３）

其中ε代表偏心率，Ωｊ代表涡动速度。

ε＝犲／犮＝ 狓２ｊ＋狔
２

槡 ｊ／犮

ε＝犲／犮＝
狓ｊ狓ｊ＋狔ｊ狔ｊ

犮 狓２ｊ＋狔
２

槡 ｊ

ｊ＝ａｒｃｔａｎ
狔ｊ
狓（ ）
ｊ

，　Ωｊ＝ｊ＝
狓ｊ狔ｊ－狔ｊ狓

狓２ｊ＋狔
２
ｊ

式中犲为轴端和ＳＦＤ内圈的偏心距。分解犉ｒ和

０２６２
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犉ｔ到狓和狔方向结果如下：

犉狓 ＝犉ｒｃｏｓｊ－犉ｔｓｉｎｊ

犉狔 ＝犉ｔｃｏｓｊ＋犉ｒｓｉｎ
｛

ｊ

（４）

　　因此，犉狓 和犉狔 可以作为犉狓ｓ和犉狔ｓ代入转子

系统矩阵式（５）中

犕ｓ ０ ０ ０

０ 犕ｓ ０ ０

０ ０ 犕ｏ ０

０ ０ ０ 犕

熿

燀

燄

燅ｏ

狓̈ｓ

狔̈ｓ

狓̈ｏ

狔̈

熿

燀

燄

燅ｏ

＋

犆ｓ ０ ０ ０

０ 犆ｓ ０ ０

０ ０ 犆ｏ ０

０ ０ ０ 犆

熿

燀

燄

燅ｏ

狓ｓ

狔ｓ

狓ｏ

狔

熿

燀

燄

燅ｏ

＋

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ 犽ｃ ０

０ ０ ０ 犽

熿

燀

燄

燅ｃ

狓ｓ

狔ｓ

狓ｏ

狔

熿

燀

燄

燅ｏ

＝

犉狓ｂ

犉狔ｂ

－犉狓ｂ＋犉狓ｓ

－犉狔ｂ＋犉狔

熿

燀

燄

燅ｓ

（５）

　　接下来，采用Ｎｅｗｍａｒｋβ和ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方

法对微分方程式（５）进行求解。方程中的参数值

如表１和表２所示。值得注意的是，ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ

方法中滚动轴承力犉狓ｂ和犉狔ｂ由式（２）计算得到，

迭代所用的狓和狔 向位移值是有限元转子部分

和轴承部分位移的插值。转子的轴端与相同位移

的滚珠轴承内圈联接。迭代的细节将在下面的混

合数值方法中介绍。

表１　滚动轴承参数

犜犪犫犾犲１　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狉狅犾犾犻狀犵犫犲犪狉犻狀犵

参数 数值

轴承外圈直径犚ｏｕｔ／１０
－２ｍ ６．３９

轴承内圈直径犚ｉｎ／１０
－２ｍ ４．０１

滚珠个数犖 １２

接触刚度犆ｂ／１０
８（Ｎ／ｍ） １．３３

径向间隙狉０／１０
－４ｍ ５

表２　犛犉犇参数

犜犪犫犾犲２　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犛犉犇

参数 数值

油膜半径犚ｊ／１０
－２ｍ ６．３９

油膜宽度犔ｊ／１０
－２ｍ １．９３

径向间隙犮／１０－５ｍ ７．５

黏度μ／（Ｐａ·ｓ） ０．０５

２　综合数值方法

Ｎｅｗｍａｒｋβ法是一种能处理犕、犑、犓大矩阵

的显式数值方法，适用于求解线性有限元矩阵方

程。在求解迭代过程中，需要外载荷和刚度矩阵

来计算下一步的位移，然后求解速度和加速度。

利用迭代公式可以处理有限元中的大尺度矩阵。

４阶龙格库塔方法是一种能求解非线性转子

动力学方程的数值方法。在迭代公式中，利用中

间变量犽１、犽２、犽３ 和犽４ 从当前步骤的值中得到下

一步的值，具体迭代格式见式（６）的龙格库塔部

分。当前位移步计算犽１、犽２、犽３ 和犽４ 的步骤中存

在一个关于位移的函数犉。由于犉的存在，滚动

轴承和ＳＦＤ的非线性力可以很容易地进入迭代

步骤，这与Ｎｅｗｍａｒｋβ方法不同。

结合这两种方法，提出了一种转子系统数值

求解方法，如图４所示。方法中非线性支撑部件

以变阻尼和变刚度作用在轴端，偏心力从轴端节

点处作用于非线性支撑部件。图４中狊１、狏１、犪１

分别为当前迭代步的位移、速度和加速度值，狊２、

狏２、犪２ 分别为下一步迭代得到的位移、速度和加

速度值，由偏心力步得到的变量值通过 Ｎｅｗ

ｍａｒｋβ迭代一次，得到狊３、狏３、犪３，等同于下一周

期的狊１、狏１、犪１，如此循环得到最终解。采用 Ｎｅ

ｗｍａｒｋβ结合法和ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求解多盘转子

的非线性支承力。因此，在动力学仿真中既可以

考虑转子模型中的陀螺力矩等复杂结构特征，也

可以考虑滚动轴承和ＳＦＤ支承的复杂非线性。

图４　综合数值求解方法示意图

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｍｂｉｎｅｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ

利用这两种方法的优点，提出了一种修正方

法，步骤如下，迭代公式如式（５）所示。

１）利用的ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法，通过非线性部

分的初始位移计算滚动轴承和ＳＦＤ 内部产生

的力。

１２６２
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２）在当前步骤中，轴承的线性刚度当前位移

计算的力转化得到。然后将刚度加入到下一步有

限元转子部分的刚度矩阵中。

３）采用 Ｎｅｗｍａｒｋβ法计算有限元转子的

位移。

４）用Ｎｅｗｍａｒｋβ法求出的有限元转子轴端

位移与第一步迭代后的滚珠轴承内圈位移进行

插值。

５）在龙格库塔方法中，轴端与滚珠轴承内圈

的插值位移将被分配回轴承部分，用于下一步的

计算。

值得注意的是，在Ｎｅｗｍａｒｋβ迭代法和龙格

库塔迭代法中，球轴承的轴端和内圈是相互连接

的，但有不同的位移，所以都需要插值。

狌狋 ＝
狌狋－１＋狓狋－１

２

珚犉狋＋Δ狋 ＝犉狋＋Δ狋＋犕（α０狌狋＋α２狌狋＋α３̈狌狋）＋

　 　　犆（α１狌狋＋α４狌狋＋α５̈狌狋）

珚犓狌狋＋Δ狋 ＝珚犉狋＋Δ狋

狌̈狋＋Δ狋 ＝α０（狌狋＋Δ狋－狌狋）－α２狌狋－α３̈狌狋

狌狋＋Δ狋 ＝狌狋＋α６̈狌狋＋α７̈狌狋＋Δ狋

狓狋 ＝
狓狋－１＋狌狋＋Δ狋

２

犽１ ＝犳（狓狋，狔狋）

犽２ ＝犳（狓狋＋
１

２
犺，狔狋＋

１

２
犺犽１）

犽３ ＝犳（狓狋＋
１

２
犺，狔狋＋

１

２
犺犽２）

犽４ ＝犳（狓狋＋犺，狔狋＋犺犽３）

狔狋＋Δ狋 ＝狔狋＋
犺
６
（犽１＋２犽２＋２犽３＋犽４

烅

烄

烆
）

（６）

３　非线性转子有限元模型求解

采用文中第２节所述的修正方法，对具有支

承非线性的有限元转子模型的响应进行了数值研

究。计算了转子固有频率，在表３中列出。

表３　有限元转子的临界转速频率

犜犪犫犾犲３　犆狉犻狋犻犮犪犾狊狆犲犲犱犳狉犲狇狌犲狀犮狔狅犳犉犈犕狉狅狋狅狉

参数
临界转速阶数

１ ２ ３ ４ ５

频率／Ｈｚ ４２．４２ １７３．２３ ５１６．４１ ７４８．４７ １２４３．５７

　　模态振型如图５所示。当转子系统加速时，

它将通过所有临界转速。可以观察到的主要振型

是前三种振型。

图５　转子模态振型分布

Ｆｉｇ．５　Ｍｏｄａｌｓｈａｐｅｓｏｆｒｏｔｏｒ

响应的分岔图如图６所示，与简单转子模型

的分岔图不同，分叉图中包含前两个固有频率或

共振频率。图１中定义的所有节点Ｐ１～Ｐ２１都

可以显示４２．４２Ｈｚ时的１阶临界转速，而Ｐ８更

２２６２
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图６　不同节点的分岔图

Ｆｉｇ．６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｄｅｓ

好地显示１７３．２３Ｈｚ的２阶临界转速。在简单的

转子模型中出现了一些非线性现象，如混沌运并

未在综合模型中出现。一个可能的原因是，在数

值模拟过程中，利用有限元转子模型的柔度可以

滤除复杂运动中的高频振动分量。

柔性转子模型不同节点的轨道如图７所示。

节点１、３、４、６的运动可能是周期的，轨道基本上

是一个圆环，但是，节点２１的轨道是相当无序的。

因此，对于不同的圆盘或不同的位置，转子的响应

可能会有显著的差异。这种现象不同于简单的转

子模型，即圆盘和两端的响应总是相似的。

图７　９００ｒａｄ／ｓ转速下不同节点轴心轨迹

Ｆｉｇ．７　Ｏｒｂｉｔｓｏｆｓｈａｆｔｃｅｎｔｅｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｄｅｓａｔ

ｒｏｔａｔｉｏｎａｌｓｐｅｅｄ９００ｒａｄ／ｓ

对于节点１、３、４、６、９、１２、１５、１７、２１，在图８

图８　 具有不同最大振幅方向的轴心轨迹图

Ｆｉｇ．８　Ｏｒｂｉｔｓｏｆｓｈａｆｔｃｅｎｔｅｒｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍａｘｉｍｕｍ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ

所示的相同转速下，不同圆盘的轨迹可以是类似

的椭圆，但椭圆的大直径方向明显不同。这一现

象表明转子轴存在扭转力矩，采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ

梁８自由度有限单元模拟时存在，在Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转

子模型中并不能得到体现。

由于有限元转子模型由滚动轴承和ＳＦＤ支

承，响应谱包含了两部分产生的频率分量。滚动

轴承的特征频率等于滚动球数乘以旋转频率。当

旋转频率为４２Ｈｚ时，１４个滚珠轴承的变柔振动

特征频率犳ｖｃ为３５２Ｈｚ，特别是节点１和节点２１

的响应会有滚动轴承的特征频率，因为它们靠近

轴承，如图９所示。注意２犳ｖｃ和３犳ｖｃ变柔振动频

率可以在位于弹性轴中间的节点８响应的频谱中

同时观察到。

３２６２
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图９　节点１、８、１２、２１的频谱图

Ｆｉｇ．９　Ｓｐｅｃｔｒｕｍｄｉａｇｒａｍｏｆｎｏｄｅｏｆ１，８，１２，２１

４　结　论

本文研究了一类具有局部非线性的ＳＦＤ滚

动轴承支承转子系统。提出了一种基于 Ｎｅｗ

ｍａｒｋβ和４阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法的组合数值计

算方法，并用于转子的数值模拟。结论总结如下：

１）整个转子系统的自由度较多，但非线性却

只存在于个别自由度上，这是一类典型的转子系

统。本文的混合数值方法有效的针对此类转子系

统，可以同时考虑转子的复杂结构和非线性支撑。

２）在特定转速下，转子不同位置的响应可能

存在显著差异，倍周期运动和概周期运动可能同

时发生在不同节点位置。

３）在相同的转速下，不同节点的轨迹均为椭

圆形，但椭圆的大直径方向存在相位差。这种现

象可能意味着转子轴上存在扭矩，而这一扭矩在

简单的转子模型中不会得到体现。

４）有限元转子模型中滚动球的频率分量由

于柔性轴而不在转盘上得以体现，仅在轴端体现。
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